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社会人や中高生を対象に,グ ループによる体験的活動を通 して,数学 を楽しみなが ら学んでもらうこと,
及びそれを実現するカリキュラムを開発することを目的としている。本稿では,平 成27年度に実施 した,
ジャグリングを題材 とした公開講座を報告 し,ジ ャグリングの教材化について考察する。
キー ワー ド:数 学教育,ジ ャグ リング,サ イ トスワ ップ,状 態遷移 図
1.は じめ に
福井大学教育学部数学教室 では,平成19年 度か ら 「体
験ふ むふ む数学 クラブ」とい う公開講座 を実施 してい る。
この公 開講座 の狙 い は,一 般の社 会 人や 中高生 を対象
に,体験 的なグループ学習に よって数学 を楽 しんで学び,
参加者 の数学 に対す る興味 ・関心 を高 める とともに,数
学が社会 のさまざまな場面 にお いて果 たす役割 を理解 し
て もらうこ とで ある。 またそれを実現す るカ リキュラム
を開発 す るこ とも目的 としてい る(西 村 他,2015)。平
成26年 度か らは,福 井大学の大学院生が主体 とな って,
教員 との協働 に よって公 開講座 を実施 している。本稿 で
は,平 成27年 度 に実施 した3回の公 開講座 の うち,第1
回 「お手玉 の数理」 の実践報告 に沿 って,ジ ャグ リング
の数理 の教材化 につ いて考察 を行 う。
ジャグ リング(お 手玉)と は,複 数 の物体(以 下 ボー
ル)を 連続 的に投 げ上 げる芸 であるが,近 年,科 学 的な
見 地か らも研 究対象 と して注 目されて い る(ピ ー ク&
リューベ ル,1996)。特 に,数 学 においては,「サ イ トス
ワ ップ表 記法 」 とい うジ ャグ リングのパ ター ンを表 し
た数列 に関す る研 究が1990年頃か ら始 め られ(徳 重,
1996),2003年に はSpringerから 『TheMathematicsof
Juggling』(Polster,2003)が出版 されている。 日本では,
大道芸人 で数学者 として名高 い ピー ター ・フラ ンクル氏
に よって,ジ ャグ リング と数学 の関係が紹介 され,ジ ャ
グ リングが 国内で広 まる きっかけに もなった(ピー ター ・
フ ランクル,1994)。今 日で は,日 本 で もジャグ リ ング
を 目にす る機会が増 え,公 開講座 な どでジャグ リング教
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2.1お 手玉(ジ ャグ リング)
初 めに,本 講座 ではお手玉 を 「ジ ャグ リング」 と呼ぶ
こ とに して,ジ ャグ リングの基本 的な技 につ いて,実 演
を交 えなが らや り方 の説 明を行 った。 ジ ャグ リングの基
本技 に は,カ スケー ド,シ ャワー,片 手2つ があ る(図
1)。カスケー ドは,3個 の ボールを左右 交互 に逆 の手 に
向かって山な りに投 げる ことを繰 り返す技 である。 シ ャ
ワーは,日 本 の古典 的なお手玉 の方法で,2個 の ボール
を使 い,一 方 を右手 か ら左手 に向かって山な りに投 げて
い る問に,他 方 を左 手か ら右 手 に手渡 しをす る動 作 を
繰 り返 す(手 渡 しの代 わ りに直線 的 に素早 く投 げ渡す
「フィー ド」 と呼ばれ る投法 で行 う場合 もある)。片 手2
つ は片 手だ けを使 い,2個 のボール を交互 に投 げ上 げる
こ とを繰 り返す技 である。両方の手 それぞれで片手2つ
を行 って,4個 のボール をジ ャグ リングす る技 は,フ ァ
ウ ンテ ンと呼 ばれる。 これ らの基本技 は,ボ ールの数や
投 げ方 を変 えた り,組 み合 わせ るこ とで,様 々な変形が
可 能 であ る。詳 しくは,ジ ャグ リ ングの入 門書(中 嶋
(2001),池田(2007),ダンシー(2003)等)に 記 され
ている。
日本の古典 的なお手玉で は,シ ャワー と片手2つ は よ
く知 られているが,カ スケー ドはあま り知 られていない
ので,特 にカスケー ドにつ いては,事 前 に撮影 した ビデ
オをプロジェクターで映 して,ス ローモーシ ョンや一 時
停止 を しなが ら,動 きを丁寧 に説 明 した。
2,2ジ ャグ リングの表記法
ビデオを使 って,カ スケー ドの動 きを説 明 した後,電
車 のダイアグラム と比較 しなが ら,ボ ールの動 きをダイ
アグラムで表す方法 一は しご図表記法 一を説 明 した(図
3)0
図3.カ スケー ドのはしご図
図1.カ ス ケ ー ド,シ ャ ワ ー,片 手2つ
ジャグ リングの方法 を説 明 した後,参 加者 にジ ャグ リ
ング用 のボール(ビ ー ン ・バ ッグ)を 配 って,ジ ャグ リ
ングの体験 を して もらった(図2)。2個 の シャワーはほ
ぼ全 員がで きたが,カ スケー ドと片 手2つ は子供の 頃に
お手玉 で遊 んだ経験 の有無 で,で きる人 とで きない人が
いた。 ジャグ リングのや り方 は,フ ァシ リテーターが支
援 したが,参 加者 同士 で も教 え合 う様子が見 られ,未 経
験者で も少 し練習す ればす ぐにで きそ うな人 もいた。
図2.ジ ャグリング体験
カス ケ ー ドは一 定 の リズ ムで左 右 交 互 にス ロー と
キ ャッチ を繰 り返 すパ ター ンであ り,図3で はそれ を一
定 の間隔で並 んだ0(ス ロー)と ●(キ ャッチ)で 表 し
ている。上列 は右手,下 列 は左手 の動作 を表 し,移 動す
るボールの動 きを,0と ● を結ぶ線 で表 している。 ボー
ルを投 げ る間隔を1拍 とす る と,投 げたボールの滞空時
間は2拍,キ ャッチ したボール をス ローまで保 持す る時
間は1拍 で あ る。 同様 に,シ ャワーのは しご図 は,図4
で表 され る。
図4.シ ャワーのは しご図
シ ャワーの 「手渡 し」 は,左 手 か ら右手へ の滞空 時間
0拍の移動 であ るこ とに注 意す る。以上 の説明 を踏 まえ
て,片 手2つ と3ボー ル ・シ ャワーの は しご図 を描 く課
題 を出 した。
基本 的なジャグ リングのパ ター ンにお いては,
・一定 の リズ ムで左右 の手 を交互 にスロー&キ ャッチ を
繰 り返す。
・キ ャッチ はスローの1拍前(反 対の手 のスローの タイ




とい う点 は共通 している(ア シ ンクロ ・パ ター ンと呼 ば
れる)。 これ を原則 とすれ ば,は しご図表記 は,左 右 の
手 の区別 をな くして,1列 に並 ん だ点 を結 ぶ ダイアグラ
ムに よって,よ り簡潔 に表 せ る(図5)。 これ をジ ャグ
リング ・ダイアグラム と呼ぶ こ とにす る。 ここではボー
ルの保持 時間 は無視 して,キ ャ ッチ&ス ロー を1つの点
で表 し,奇数拍 目(○)に 右手のス ロー,偶 数拍 目(●)
に左手のス ローが行 われ る と解釈す る。
図6.課題に取り組む参加者
図5.シ ャワーのジャグリング ・ダイアグラム
ジャグ リング ・ダイアグラムでは,点 を結ぶ弧 の長 さ
は,1拍 の保持時間 を含めたボールの滞空時間であ るが,
これを「ス ローの高 さ」と呼 び,高さhの 投球 を「hスロー」
と呼ぶ。高 さが奇数 のスローは,反 対 の手 に投 げるクロ
ス ・スローで,偶 数 のスローは投 げた手 でキ ャッチす る
セルフ ・スローである。 ただ し,あ る拍 において,手 が
空 の状態 は 「0スロー」と定め る。 なお,10以上 のスロー
は,ア ル ファベ ッ トでa,b,c,…と表 す習慣 だが,現 実
にはあま り現 れない。hス ロ(h≧1)で 投 げ られるボー








定理1.(平 均値 の定理)ジ ャグ リング数列の各項 の
数値 の平均値 は,ボ ールの数 に等 しい。
で与 え られる。例 えば,T=0.25s(毎秒4回)と する と,3,
4,5ス ローの高 さは,そ れぞれ約30,70,120cmとなる。
シャワーは3ス ロー と1ス ローの繰 り返 しであ り,数
列 「…313131…」 あ るい は循 環節 だ け取 り出 して よ り
簡 潔 に 「31」で表 現 され る。 この ように ジ ャグ リング
のパ ター ンを数列 で表現す る方法 は,サ イ トスワ ップ表
記法 と呼 ばれている。以上の基本事項の説明 と,カスケー
ドがサ イ トスワ ップ表記 で は 「3」で表 される ことを説
明 した後,以 下 の課題 を出 した。
問題(1)3ボ ール ・シャワー と片手2つ をサ イ トスワ ッ
プ表記で表せ。
(2)サイ トス ワップ表記 で 「4」,「441」で表 され
るジ ャグリング ・ダイア グラム を描け。
例 えば,2ボ ール ・シャワー 「31」は,(3+1)/2=2,前
の問 題 の 「441」は,(4+4+1)/3=3でボ ール数 は,そ れ
ぞれ2個 と3個となる。定理1よ り,平 均値が整数値 でな
い数列 は,ジ ャグ リング不可 能だ とわかる。 しか し,数
列 の平均値が整数 で も,ジャグリング可能 とは限 らない。
例 えば 「321」は,ジ ャグ リング ・ダイアグ ラム を描 く
と,時刻4に 全てのボールが落下 して衝突が起 こるため,
ジ ャグ リング不可能 とわかる。す なわち,各ボールの「投
げた時刻+ス ローの高 さ(=落 下時刻)」を周期pで 割 っ
た余 り(modp)が 全 て異 なってい なけれ ば な らない。
例 えば,表1に 示す よ うに,「531」はジ ャグリング可 能
だが,「840」はジ ャグ リ ング不 可能 であ る。 ま とめ る
と定理2の ようになる。
表1.ジ ャグリング可能性の判定
ス ロ ー 5 3 1
投球時刻 0 1 2
落下時刻 5 4 3
mod3 2 1 0
ス ロ ー 8 4 0
投球時刻 0 1 2
落下時刻 8 5 2
mod3 2 2 2
この課題 は,少 し時 間を取 って各班 で相談 して考 えて
もらった。 また(2)では,カ ラーペ ンを使 って,各 ボー
ルの軌道 を異 なる色 で描かせ た。最後 に確認 として,ダ
イアグラムに対応す るジャグ リングを実際 に投 げて見せ
て,理 解 を深 めて もらった。
定理2.(ジ ャグリング可能性)p項 か らなる非負整数
列a。a1…ap-1がジ ャグリング可能 である必要十分条件
は,i+a、modp(0≦i〈p)が全て異なることである。
問題 次 の数列が ジ ャグ リング可 能か判定せ よ。
423,4220,12345,40213,61111
この問題 は,表1と 同 じ穴埋 め式 のワーク シー トを用
意 して,指 定 された計算 を空欄 に埋 めていけば答 えが 出
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る ように した。 さらに,答 えの確認 と,数 列が ジ ャグ リ
ング可能 であれば,そ れが どうい うジ ャグ リングになる
のか を,各 班 に1台用意 したパ ソコ ンで,松 岡顕氏 に よ
るフ リーソフ ト「JuggleMaster」を使 ってシ ミュ レーシ ョ
ンさせ た(図7)。 また,簡 単 な技 は実際 にボ ール を投









2.4ジ ャグ リング数列 を作ろう
次 に,自 分 で様 々な ジ ャグ リング数列 を作 って,そ
れが どうい うパ ター ンに なるのか をJuggleMasterでシ
ミュ レーシ ョンした り,実 際 にボールを投 げてみる とい
う活動 を行 った。本講座 で,ジ ャグ リング数列 の作 り方
として取 り上 げたのは,方 陣 を使 った方法,ジ ャグ リン
グ ・カー ドを使 ったダイアグラム作成法,数 列 の変換 の
3つであ る。
この方法で は,各 自が ワー クシー トを使 って,ビ ンゴ
ゲーム をする要領で数字 を消 してい き,自由に作 ったジャ
グリング数列 をJuggleMasterに入力 して楽 しんでいた。
(2)ジャグ リング ・カー ドによる ダイ ァグラム作成法
図8の ようなカー ドを考 える。
図8.ジ ャグリング ・カー ド
これ らの カ ー ドを 自由 に並べ る こ とで,ジ ャグ リ
ング ・ダ イ ア グ ラ ムが 得 られ る。 例 え ば,カ ー ドを
123123… の順 で並べ る と,「531」のジ ャグ リング ・
ダイア グラムがで きる。画用紙 に描いた ジャグ リング ・
カー ドに磁石 を付 けた教具 を用 いて,黒 板上 でその こと
を説 明 した(図9)。
図9.ジ ャグリング ・カー ドの説明
(1)方陣 を使 った方法(MartinProbertの方法)
p×pの 方陣の対角線 に数字bを 並べて,縦 に数字が
1ずつ増 えるように並べ る。す なわ ち,a。=b+i-jとす る。
この表で,ど の2つ も同 じ行 や同 じ列 にな らない ように
数字 をp個 選 ぶ。ただ し,負 の数字 は除 く。選 んだ数字
を川頁に並べ ると,bボ ー ル,周 期pの ジ ャグリ ング数列
が で きる。例 えば,表2で は,3ボ ール,周 期5の 数列
「46131」が得 られる(縦 に見 れば,下 か ら順 に並 べ て
「63141」も得 られる)。
表2.方 陣を使った作成法
3 2 1 0 ＼
4 3 2 1 0
5 4 3 2 1
6 5 4 3 2
7 6 5 4 3
さらに別紙 に印刷 したジ ャグ リング ・カー ドを,は さ
みで切 って並べ てジ ャグ リング ・ダイアグラム を作成す
る課題 を出 した。 また作成 したダイアグラムは,糊 付 け
して,サ イ トスワ ップ表記法 で表 して もらった。
問題(1)ジ ャグ リング ・カー ドを自由に並べ て,ジ ャ
グリング数列 を作 ってみ よう。
(2)次のジャグリング数列 に対応するように,ジ ャグ
リング ・カー ドを並 び替 えてみ よう。441,12345
糊 とはさみ を使 って,カ ー ドを切 り貼 りす る作 業 は,
楽 し く行 えた様子 だ ったが,課 題(2)はパズル的 な考 え
方が必要 で,意 外 に難 しい ようだった。
ボール数b以 下 のジ ャグ リング ・ダイアグラム は,カー
ド0～bの(b+1)枚を適当 に並べ て得 られ る こ とか ら,




定 理3.(1)ボ ー ル 数b以 下,周 期pの ジ ャ グ リ ン グ 数
列 の 総 数 は,(b+1)P通りあ る 。
(2)ボー ル 数b,周 期pの ジ ャ グ リ ン グ 数 列 の 総 数 は,
(b+1)P-bP通りあ る 。
例.ボ ー ル 数3,周 期3の 数 列 は,(3+1)3-33=64-27=37
通 り あ る 。 こ の う ち,「333」 を 除 い た36通 り は,循 環
的 に シ フ ト し た3つ(例 え ば,441,414,144)を含 め て









1拍後,キ ャッチ したボール は,ボ ールが落ちて こない
予定 の1・4・5ス ローのいずれかで投 げなけれ ばな らな
い。仮 に4ス ローで投 げた とす る と,そ の直後,状 態 は
「01110」に移行す る。次 は,ボールが落 ちて こないので,
必然 的 に0ス ロー とな り,状 態 は 「11100」に移 行す る。
す なわち,ジ ャグ リングの状態が,
101100111011100
と推移 してい くことでジ ャグ リングを続 ける ことが で き
る。 この説 明は,パ ワーポイ ン トのアニメーシ ョン機 能
を使 って,「次の状態 」への移行 が視 覚 的にわか る よう
に準備 していた。
この例 で は,可 能 なジ ャグ リングの状態 は,5C3=10
通 りあ り,そ れ らが,ス ローの高 さのラベ ルが ついた有
向辺 で結 ばれたグラフが描 かれる(図11)。
定 理4.(1)周 期pの ジ ャ グ リ ン グ 数 列a。a1…ap-1に対
して,(a。+p)a1…ap-1はジ ャ グ リ ン グ 数 列 で あ る 。
(2)ジャ グ リ ン グ 数 列a。al…a,.1に対 して,(a。+1)(a1+1)
・・(ap-1+1)はジ ャ グ リ ン グ 数 列 で あ る。(縦方 向 の シ フ ト)
(3)ジャ グ リ ン グ 数 列aoa1…ap-1(ao>0)に対 して,(al+1)
(a。-1)a2…a,.1はジ ャ グ リ ン グ 数 列 で あ る 。(サ イ トス
ワ ッ プ) 図11.ジャグリング状態グラフ
定理4を利用 して,こ れまでに作 ったジャグリング数
列を,様 々に変換 して,新 しいジャグリング数列を作る
活動を予定 していたが,時 間の都合で割愛 した。最後に
次の定理を紹介 して,今 回の公開講座の締めとした。
定理5.ボ ール数b,周期pの任意のジャグリング数列
は,循 環的なシフ トと,サ イ トス ワップで互いに移 り
あ う。
2.5ジ ャグリングの状態遷移図
本 節 の内容 につ いて は,配 布 テ キス トに準 備 は して
い た ものの,3時 間の講習 では取 り上 げるこ とがで きな
か った。 ここでは簡単 に内容 のみ を紹 介す る。初 めに,
ジャグ リングの 「状態 」 につい て説 明 を行 う。今,3個
の ボールを使 ってジャグ リング してい る とし,投 げ られ
る高 さの上限 を5とす る。現在,ス ローの直後で,こ の
後,1・3・4拍後 にボールが落下 して くる予定 とす る(図
10)。この状態 を,「10110」と表す 。
図10.状 態10110
ジ ャグ リ ングのス ローは,ジ ャグ リング状 態 グ ラフ
の有 向 辺 に対 応 す る の で,グ ラ フの 閉路 が,ジ ャグ
リン グ数列 に対応 す る。 例 え ば,シ ャ ワー 「51」は,
11010と10101の状 態 を交 互 に 繰 り返 す。 また カ ス
ケー ドは,11100の状 態(基 状 態)の み を繰 り返 してい
る。従 って,カ スケー ドか らシャワーに移行す るに は,
11100→11010とい う状態 の移行が必 要 なので,問 に4
スローを挟 んで,
333…3334515151
と投 げれば よい ことが わかる。 また逆 に,シ ャワーか ら
カスケー ドに移行 する には,例 えば問 に2ス ロー を挟 ん
で,
5151…5123333…
と投 げれば よい。 その他,「423」とい う周期3の パ ター
ンは,「42」と 「3」を交互 に繰 り返 した複合 パ ター ン
であ り,「423=42+3」と分割で きることなどもわか る。
以上 の説明の後,ボ ール数2,高 さ5の 状態 グラフを
作成す る問題 と,そ のグラ フか ら,閉 路(ジ ャグ リング
数列)を 探す活動 な どを予定 していた。
3.アンケー ト















難 しい」か 「難 しい」 と答えている。一方,満足度では,





・始 めてで したのでこ うい う考 え方 はなかなかつ いてい
け ませ んで した。家 に戻 って もう一 度や ってみ ます。
(70歳以上 ・主婦)
・難 しか ったが楽 しかった。知 らないこ とを学べ た。 お
手玉 の実技 は練習 したい。(60代・パ ー ト・アルバイ ト)
・難 しか ったですが,と て も面 白かったです。 こんな発
想 は思 いつ きませ んで した。(70歳以上 ・主婦)
・今 まで分 か らなかったサ イ トスワ ップの理屈が理解 で
きた。内容 はお も しろかったが,教 材研 究が不 十分。










今 回,ジ ャグ リングの数理 を教材化 して,公 開講座 を
実験 的 に行 った。扱 った内容が多 か った ため,3時 間の
講 義 の中で納 ま りきらない部分 もあ ったが,参 加 者が
ジャグ リング とい う遊 びの中に数学 を見 出 し,楽 しみな
が ら数学 を学ぶ こ とが で きていた とい う点 で,成 功 した
と言 って よい と思 う。残念 だったのは,本 来想定 してい
た子 供 の参加者 が い なかっ た ことで,広 報面 で課 題が
あった と思 われ る。そ の他,今 回の実践 を通 して見 えて
きた反省点や可能性 を幾つか挙 げてお く。
・は しご図表記で○ と● をキャ ッチ とス ローを表 してい
たの に,ジャグ リング ・ダイアグラムで は,同じ記号 を,
右手 と左手の スローを表す こ とに したのは混乱す る。
・は しご図表記 は,サ イ トスワ ップ表記法 を中心 とす る
今 回の講座で は,必 要 なか ったので はないか。 ジャグ
リング ・ダイアグラムか ら入 った方が,ジ ャグ リング
数列 の導入 として理解 しやす い。
・ジ ャグ リング数列 の判定 は,高 校 の数学A「 整数 の性
質」の授業 で よい題材 に な りそ うだが,工 夫 次第で,
中学校 の授業 で も扱 えそ うである。
・ジ ャグリ ングの実技 は難 しいが,2ボ ール など簡単 な
技 もあ り,1人で も経験者がい ると盛 り上が る。 また,
JuggleMasterのよ うな コ ンピュー ター ソフ トを使 う
ことで,実 技が全 くで きな くて も十分楽 しめる。
・今 回の講座 では,ボ ールはジ ャグ リング用 ビー ンバ ッ
グ として売 られている製 品を使用 したが,年配の方 は,
いわゆる 「お手玉」 の方が慣 れている とい う意見 もあ
り,ま たその方が より安価 に手 に入 る ことか ら,両 方
用意 しておいて もよかった。
・ジ ャグ リングの経験が ある人は,本 講座 の内容 にす ぐ
に入 っていけるが,初 心者 はジ ャグ リング 自体 の理解
に時間が かかって しまいが ちで,数 理 に まで理解 がつ





・複数 のボールを同時 に投 げるマルチ プ レックス ・ジ ャ
グ リングへ の拡張。
・複数 の手 を使 ったジ ャグ リングの,投 げる手 の情報 を
考慮 した考察。例 えば,両 手 同時投 げのシ ンクロ ・パ
ター ンや,複 数人 に よるパ ッシ ングの分析。
・カスケー ドや フ ァウ ンテ ンな ど 「一 様 な」 ジ ャグ リ
ングにお ける,ボ ー ルの数 ・手 の本 数 と,ボ ール の
保 持 時 間 ・滞 空 時 間 との 関 係 や,ボ ー ル の数 と手
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ジャグリングを題材にした数学の公開講座
か ら手 へ の移 動 の規 則 性 に関す る シ ャ ノ ンの定 理
(polster(2003),4.6節参照)。
・ス ロー と投 げるボールの高 さ,ク ラブの回転数 の関係
な ど,ジ ャグ リング される物体 の運動 に関す る物理 的
考察
・ボールの軌道 の位相幾何 的な分類(ジ ャグ リング ・ブ
レイ ド)
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